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Variational Method for Calculations of the Groundstate Energy

For Hamiltonians without any symmetry properties, a variational method for the calculation
of the groundstate energy is proposed. The numerical computation for the case of the few-electron-
problem is based on the evaluation of functional integrals.

Die Berechnung der Grundzustandsenergie mit
Hilfe von Funktionalintegralen wurde in den letzten
Jahren in mehreren Arbeiten!™® durchgefiihrt. Ge-
geniiber anderen Verfahren hat man zunichst den
Vorteil, dal die Losung fiir die Dichte geschlossen
als Funktionalintegral angegeben werden kann 4. Die
Problematik des Verfahrens besteht in der Losung
des Funktionalintegrals mit statistischen Methoden.
Es kommt kein anderes Integrationsverfahren in
Frage, da die Dimension des zu lésenden Vielfach-
integrals z. B. bei Helium etwa 600 betragt.

Die Symmetrie des dufleren Potentials ist bei der
vorgeschlagenen Methode unwesentlich. Aus diesem
Grunde erscheint das Verfahren geeignet, die Grund-
zustandsenergie von mehreren Elektronen in dufle-
ren Potentialen von zwei oder drei Kernen zu er-
mitteln.

In Abschnitt A ist zunidchst die Methode, die im
wesentlichen auf der Norm der Resolvente des Ha-
milton-Operators begriindet ist, beschrieben. Der
Abschnitt B zeigt wesentliche Eigenschaften der
Variationsfunktion F(E) +E, die den Verlauf der
Funktion qualitativ festlegen, was fiir eine numeri-
sche Rechnung sehr niitzlich ist. Punkt C bringt dann
den Anschluf} der abstrakten Formulierung an den
Funktionenraum und in Abschnitt D schliellich wer-
den einfache Beispiele fiir die Variationsfunktion
F (E) + E angegeben.

A) Die Variationsfunktion F(E)

Die Resolvente R(Z,H) eines selbstadjungierten
Hamilton-Operators H, dessen Spektralschar o(H)
nach unten beschrinkt sei, werde beziiglich des
Parameters Z € o(H) betrachtet. Die Resolventen-
menge o (H) ist das Komplement der Spektralschar
6(H) auf dem Korper der komplexen Zahlen. Es
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muf} vorausgesetzt werden, daB das Potential nach
unten beschrinkt ist4; notwendig fiir das folgende
ist dagegen nicht, da der tiefste Zustand des Hamil-
ton-Operators diskret ist.

Die Resolvente R(Z,H) ist der reziproke Opera-
tor zu (H—2Z), also

R(Z,H)=H-2)1. (1)

Fiir die Norm der Resolvente gilt nach einem Satz
aus der Funktionalanalysis % 6 die Beziehung

IR(Z, 1) =1/d[Z,0(H)] . (2)

d(Z,0(H)) ist der kleinste Abstand des Punktes Z
von der Spektralschar o(H). Betrachten wir nun
d(Z,0(H)) fiir reelle Werte von Z, also Z=E und

definieren
Fy(E)=d[E,0(H)]= |REN)], ()

dann erhalten wir, wenn wir das Spektrum so ver-
schieben, daf} der tiefste Eigenwert 4; mit dem Ko-
ordinatenursprung zusammenfillt, folgende Bezie-
hung

Fy(E)=-E, (4)

fir E<0 und 4;=0. Fiir Werte E oberhalb der
unteren Schranke 2; des Spektrums soll F,, nicht
diskutiert werden, da diese Werte innerhalb der
Methode ausgeschlossen werden. Der Hamilton-Ope-
rator H und damit die Resolvente, sollen auf einem
abstrakten Hilbert-Raum §) definiert sein; die Norm
eines Hilbert-Raumelements werde wie iiblich als das
Skalarprodukt

”¢”=(¢l¢)1h, I@)E@ 5)
definiert. Ebenso wird die Operatornorm durch
| R(E,H)| =sup (R(E,H) ®|R(E,H) D) -
|2)eD

(O] D)™

beziehungsweise fiir auf Eins normierte Zustinde
durch
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IR(R3)] = sup (@|R*(EH) -R(EF) )" (6)

festgelegt. Fiir reelle Z=E ist aber R selbstadjun-
giert (R* =R), so daf die Ungleichung

|R(E,H)| = (®|R2(E,H) D)  (7)
gilt. Fiithren wir eine weitere Funktion
F(E) =(®|R*(E,H) D) @)

ein, dann folgt mit Ungleichung (7) die Beziehung
F(EY=F,(E)=—-E, E<O. 9)

Das Gleichheitszeichen in (9) gilt

a) falls | @) den Grundzustand darstellt und dieser
diskret ist und im anderen Fall

b) fiir den Grenzwert einer Folge | @,), die nach
Gl. (6) die Norm ergibt.

Damit driickt (9) eine Variationsmethode aus, in der

E ein zusatzlicher Parameter ist.

B) Eigenschaften der Funktion F(E)

Der qualitative Verlauf der Funktion F(E) soll
im folgenden angegeben werden. Er ist fiir eine
numerische Rechnung sehr hilfreich.

Fy(E) ist eine untere Schranke fiir F(E). Es soll
zunichst eine obere Schranke von F(E) angegeben
werden.

B.1. Eine obere Schranke fir F(E) + E

Auch in den folgenden Betrachtungen soll die
untere Schranke des Spektrums 1, in den Koordina-
tenursprung gelegt werden. Mit dieser Festlegung
gilt fiir alle E < 0 bei einer Integration iiber 1 €0 (H)
nach dem Spektralsatz 5~7

(H-E):=[(A-E)"dE(1), (10)
o(H)

mit der Definition der Projektoren
EM) EF) =E[min(4,2)],
E(—x)=0, E(+~)=1.
D.h. (H—E)" ist definiert und existiert fiir alle
E <0, ebenso R”*(E, H).
Wir setzen im folgenden weiterhin voraus, daf}
die Zustinde | @) normiert sind, d. h.
(D|D)=1. (11)
Die Operatoren R”(E,H) und (H—E)" sind rezi-
prok, so dal} wir mit der Schwarzschen Ungleichung
1=(@|(H-E)"R"(E,H) D)

S(P|(H-E)D)" (D|R(E,H) D) (12)
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erhalten und nach einer weiteren Anwendung der
Schwarzschen Ungleichung unter Beriicksichtigung
von (11) die Ungleichung (12) in

1< (D{(H-E)D)" (D|R? (E,H)®)" (13)

umformen konnen. Damit erhalten wir wegen (8)
eine weitere Ungleichung fiir F (E), namlich

_ESFE)L(DPIHP)-E  (14)

oder
0 F(E)+EZL(DP|HD). (15)
Die Energie (@ |H @) aus der herkémmlichen

Variationsrechnung liegt also iiber der Energie, die
wir aus F (E) erhalten.

B.2. Monotonie von F(E) +E

Wir werden im folgenden zeigen, daf}

_QFRE=1 (16)

fur E <0 ist.
Mit Hilfe des Spektralsatzes kann man fiir £E<0
folgende Darstellung begriinden:

F(E) = (®P|(H-E)2 D)~ (17)

und
_OF _ (P|(H-E)*D)
oE (P|(H-E)2 )" "
Wenden wir auf (@ | R2(E, H) D) nach der Umfor-
mung R2=R"-R'" zweimal die Schwarzsche Un-
gleichung an und benutzen die Normierungsbedin-
gung (11), so folgt
(P|R(E,H) )" < (P|R*(E,H) D) (19)

und damit die Behauptung (16). — Weiterhin ist
zu zeigen, daf}

(18)

Q?2F/QE2 L0
gilt. Dazu berechnet man
O2F[QE2=3{(D|R* D)2 — (D|R* D)(D|R2 D)}

(DR B (21)
In Gl. (21) wird R? im ersten Summanden in R?-R

zerlegt und darauf die Schwarzsche Ungleichung
angewandt. Es folgt

(DR P)? < (D[R D)(D|R* D)
und damit die Behauptung (20).

(20)

B.3. Das Verhalten von F(E) fiir E— — o

Wird ein verallgemeinerter Eigenzustand, z. B.

nach GroBmann8 oder Gelfand und Schilow ? durch
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| 2) mit der spektralen Dichte 1 (2) eingefiihrt, so ist
der Einheitsoperator als Riemann-Stieltjes-Integral

1=[12)(2|dpu(2) (22)
a(H)

gegeben. Ein normierter Zustand | @) und die Re-
solvente sind damit darstellbar als

l¢> fl/1 (2| D) du(4) (23)
und
12) (4
REH) = | (72E) @) (24)
o(H)

Unter Beachtung der Orthogonalitét der verallgemei-
nerten Zustinde erhalten wir

(DAY}

(D|R2(E,H) ®)": = {fd ) J(z o

Mit der Definition
C() = (1| D)

folgt fir F(E),

F(E)=|E| {f(;})ﬂ('ﬂl(5('1)}2

Die Entwicklung von |E|~1-F(E) nach 1/E ergibt
die Reihe

12
} (25)
(26)

(1—2/E)~2}~", (27)

(PIH - (H)2 D)

F(E) +E=(®D|H d) +3

(28)
fir £ <0. Hierbei ist die Existenz von
(H)=(2|H D) (29)

vorausgesetzt. Aus Gl. (28) und der Monotonie
folgt, daf} die obere Schranke der Ungleichung (15)

fiir abnehmendes E stetig gendhert wird, d. h. das
Gleichheitszeichen gilt fiir £— — cc.

B.4. Das Verhalten von F(E) fiir E— —0
Mit Hilfe der Darstellung (25) fiir F(E) erhal-

ten wir fiir einen diskreten Grundzustand

F(E)={E2+4(E)} ™, (30)
wobei 6 (0) beschrinkt ist, d. h.
lim F (E) = (31)
E--0

Aus (25) kann man fiir den ,kontinuierlichen®
Grundzustand entnehmen, dal das Integral fir
E— —0, abhingig von der spektralen Verteilung
der Zustinde u(Z) und den Amplituden (P |2),
existieren kann, wie auch ein folgendes Beispiel zei-

gen wird, so da8 i. a. nach Gl. (8) F(0) 0 ist.

Fiir die Ableitung von F(E) erhalten wir mittels

018;25) |C(A)? ICA)E |\~
% (Sa: e ¥(E—l)>agnd#(l) -(m)(sz)

so daB wir im Falle eines diskreten Grundzustandes
. oF 1
s B T [C0) e
bekommen.

Die Ableitung (32) ist im kontinuierlichen Fall
fiir E— —0 von den spektralen Verteilungen ab-
hingig; sie ist ebenfalls im allgemeinen endlich.

Die behandelten Punkte B.1 —B.4 ergeben den
in Abb. 3 dargestellten qualitativen Verlauf von
F(E) +E fir E<Z;. Das Prinzip liefert zunachst
eine obere Schranke 4, fiir den Grundzustand; da
der Parameter E <1, den Abstand von unten zum
Grundzustand darstellt, existiert damit auch eine
untere Schranke 1, fiir den Grundzustand, allerdings
unter der Bedingung, dal} die Funktion F(E) fir
E >, verschwindet. Im kontinuierlichen Fall kon-
nen wir diese Eigenschaft aus (25) entnehmen, im
Falle eines diskreten Grundzustandes folgt sie nur
fiir die Darstellung von F(E) durch Halbgruppen-
operatoren, wie wir sie im folgenden Abschnitt an-
geben werden.

C) Darstellung von F(E) durch
Halbgruppenoperatoren

Fir £<O kann das Quadrat der Resolvente in
(8) vermittels des Spektralsatzes als

e | o g

a(H)

de(4), (34)

bzw.
R(EH) - o S(ll FAED  (39)
0(

dargestellt werden. Der Faktor (1—E)~!
wird durch

in (35)

(A—E)~1=[e-0-Brdy (36)
0

ersetzt (diese Darstellung der Resolvente ist nur
fiir den Fall E<4; =0 konvergent!) und ergibt in
Gl. (35) nach einer Vertauschung der Integrationen

~fdreeP Grr)
0
(37)

RE(E,H) = [ dvze-®-Bx
0
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wobei
GR(r) =e P =[e*dE(A) (38)
a(H)
gesetzt wurde. Die Operatoren G®(7), v = 0 sind
Elemente einer Halbgruppe (siehe z. B. Butzer und
Behrens 19 oder Yosida%). Aus Gl. (8) und (37)
erhalten wir fiir F(E) die Beziehung

F(E)={fdz-z-eEf@l_GR(r)@)}-"*. (39)

D) Darstellung von G%(z) im Funktionenraum
der quadratintegrablen Funktionen L,(R,)

Sei |x) ein verallgemeinertes Eigenelement nach
Gelfand und Schilow ® zum Operator der n-dimen-
sionalen Koordinate x, dann ist die Abbildung eines
Zustandes | @) auf die Wellenfunktion des Zustan-
des | @) durch

P (2) = (x| P) (40)

gegeben. Verwenden wir die Vollstindigkeitsrela-
tion der verallgemeinerten Eigenelemente zu %

1=[d%|z) (=], (41)
so erhalten wir
(®|GR(7) D) = [ d"z dry (D |z)
(z| GR)|y) (y| D). (42)

Damit ist die Darstellung von G® () im Funktionen-
raum Ly (R,)

Gz ys ) = (2| GR(0)y) (43)
eingefithrt und Gl. (39) wird zu
F(E) = gj'odtreE’ffd"xd"y P* (2)
*GR(z,y;7) D(y) (44)

fir E<2,.

Der Halbgruppenoperator G® (z,%; ) im L,(R,)
ist durch die partielle Differentialgleichung

R :
HOM ey -k SO @YD (g5
mit der Anfangsbedingung
lim G®(z,y;7) =d(z—y) (46)

7—>+0

und Randbedingungen z.B. z.B. nach Meixner
bestimmt.

A. Freudenhammer * Berechnung der Grundzustandsenergie

E) Beispiele
Beispiel 1
Zunichst werde ein Beispiel fiir die Funktion

(P|GR(v)| D) =A(a V7[2) (47)
angegeben. Der Zustand | @) sei so gewihlt, daf er

bei der Variation des Heliumproblems mit Wechsel-
wirkung zwischen den Elektronen und

D (z) =e-alrn+m) (48)
in der Nahe des optimalen Werts fir a, a=1,7,

liegt. Der Hamilton-Operator dagegen sei der fiir
zwei freie Elektronen, also

H=3(4,+4,) . (49)
Dieses Beispiel soll demonstrieren, dafl das Varia-
tionsverfahren auch fiir kontinuierliche ,,Grundzu-
stinde“ anwendbar ist. Die Wahl (48) fiir die Test-
funktion wurde getroffen, weil 4 (a 1/7/2) in einer
folgenden Arbeit!? als Normierung einer Dichte
verwendet wird.
Damit erhalten wir fiir die Funktion 4 (a 1/7/2)
nach Gl. (47) und (42) die Beziehung

A(S) = {exp(S?) *erfc(S) (4 S*+8S%/3 (50)
—28241) —2(454+452—3) S/(3-Vn))2,

wobei o
S=aVr/2 (51)
ist. Die Funktion 4(S) ist in Abb. 1 dargestellt.
A(s)

10
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02
’ 05 10 15 20 25 2.0

Abb. 1. Normierung 4 (S) der Dichte nach Gl. (50) fiir zwei
Elektronen in Abhingigkeit vom Parameter S=a(z/2)":.

Beispiel 2

Fiir das Beispiel 1 kann nun die Variationsfunk-
tion F(E) angegeben werden. Die numerische Be-
rechnung nach Gl. (39) ist in Abb. 2 dargestellt.
Im Gegensatz zum Fall des diskreten Grundzustan-
des ist hier F(0) endlich, d. h. die Funktion
7+ A (2 V/7/2) ist integrabel. Fiir positive E divergiert
das Integral iiber 7, so daB F(E) fir E>0 iden-
tisch verschwindet.
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Abb. 2. F(E)+E fiir zwei Elektronen mit wasserstoffadhn-
lichen Testfunktionen @ = (a3/7)"z e—ar; a=1,7.

Beispiel 3

Als einfaches Beispiel fiir ein System mit einem
diskreten Grundzustand wird ein System mit zwei
Eigenwerten 1,=0 und Z;=1 gewéahlt. Die Zu-
stinde seien orthonormal,

(1]1)=(2]|2)=1, (1]|2)=0. (52)

Dieses einfache System kann man als vereinfachte
Darstellung eines Systems mit unendlich vielen
Eigenzustanden ansehen, wobei der obere Zustand
im Sinne einer Mittelung die angeregten Zustinde
reprasentiert.

Das Quadrat der Resolvente ist dann

)] 12)(2]
REH) =" +t(_pz ©3)
wihlen wir im Falle a) als Testfunktion
| ®.) =105[1) +105-[2), (54)
dann ist
Fu(E) = V2 {i+~l-“}_l/’
2(B) = E?2  (1-E)2 ’
Die obere Schranke fiir F, (E) + E ist
(Qalj'lqsa)=(®al{0']1>(1|+|2>
(2]} @,)=0,5. (56)

In Abb. 3 ist die Funktion F,(E) +E dargestellt;
ein dhnlicher Verlauf der Funktion F(E) + E ist fiir
jedes System mit einem diskreten Grundzustand zu
erwarten.

Fiir den Fall b) wihlen wir die Testfunktion | @)
so, daB (@ | @) 90% vom Grundzustand enthilt.

| @) =109(1) +Y0,1]2).  (57)
Wir erhalten fiir die Variationsfunktion
0,9 0,1 i
Fb(E)={F‘+ (l—E)z} ; (58)

FleEreE
i i e o ] s e e e etk O
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Abb. 3. Abhingigkeit der Funktion F(E)+E vom Para-
meter E fiir ein System mit zwei Zustinden 1,=0 und 1,
=1 mit der Testfunktion | ®)=(0,9)"2|1)+ (0,1)"z|2).
Berechnet man F (1y) +Au=4,, dann ist iy eine untere und

Ao eine obere Schranke fiir den Grundzustand 4,=0.

Hier ist die obere Schranke fiir Fy,(E) +E
(By|H By) =0,1. (59)

Um einen relativen Vergleich fiir den Verlauf von
F(E) +E in den beiden Fillen a) und b )zu erhal-
ten, sind in Abb. 4 die Funktionen
F.(E) +E—1, Fy(E) +E—-1,
(Pu|H D) =4y ° (Dy|HDy) -1y

aufgetragen (hier ist ebenso wie oben 4;=0 ge-
setzt). Mit einer Verbesserung der Testfunktion
wird also nicht nur die obere Schranke herabgesetzt,
sondern der Verlauf der Kurve ist dariiber hinaus
flacher, so dafl man in giinstigen Fillen eine Ver-
besserung der Variationsenergie gegeniiber dem
Ritzschen Verfahren von 50% erreichen konnte.

T

(60)

04

02

E

=11 =10 =9 -8 <7 -6 =5 -4 -3 2 -1 0 +1

Abb. 4. Vergleich der Funktionen (Fa(E) +E)/[{DPs|H Pa)
und (Fp(E) +E)[{DPp | H Pp) fiir ein System mit zwei Zu-
stinden 4,=0 und 4,=1 und den Testfunktionen a) | @)=
10,5[1)+10,5|2) und b) | Pp)=170,9]1)+10,1]2).

F) Diskussion des Variationsverfahrens

Wir haben eine Variationsfunktion F (E) +E zur
Berechnung des tiefsten Zustandes eines Hamilton-
Operators angegeben. Die Variationsfunktion ist in
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Abb. 3 qualitativ abgebildet. Das Verfahren erfor-
dert die Berechnung der retardierten Green-Funk-
tion im Funktionsraum, was zunichst eine Ver-
schlechterung gegeniiber der Ritzschen Variationsme-
thode bedeutet, da die Berechnung von GR(z,y; 1)
nach (45) die Losung einer partiellen Differential-
gleichung oder die Berechnung eines Funktional-
integrals erfordert. Die Bestimmung des Funktio-
nalintegrals ist eine Integration iber dem Funktio-
nenraum mit dem Wiener-MaB 4. Wir werden die
Integration als ein Vielfachintegral mit einer Dimen-
sion von z. B. 600 im speziellen Fall des Heliums
auffassen (die Zahl 600 erhélt man aus der Zahl
der Dimensionen fiir ein Zweiteilchensystem; bei
Helium ist sie sechs, multipliziert mit dem Wert
k=100, fir den Gl. (62) eine geniigend gute Kon-
vergenz aufweist). Das Wiener-Mall wird dann als
eine Dichte interpretiert. Die Hinzunahme eines
weiteren Elektrons zum Heliumproblem erhoht die
Dimension der Vielfachintegration von 600 auf 900.
Da die Berechnung des Funktionalintegrals ohnehin
mit statistischen Verfahren vorgenommen wird
(Monte-Carlo-Methode), ist diese Erhohung der
Integrationsdimension  unwesentlich.  Auflerdem
bringt eine Symmetrie des dulleren Potentials keine
Vorteile bei der numerischen Rechnung, so daf} die
Verringerung der Symmetrie eines Potentials, das
durch mehrere Kerne gegeben ist, gegeniiber dem
einfachen Coulomb-Potential keine Nachteile mit
sich bringt. Es ist also zu erwarten, daf} dieses Ver-
fahren bei einem &ulleren Potential ohne Symme-
trie und mit mehreren Elektronen gegeniiber z. B.
der Hartree-Fock-Methode Vorteile bringt.

Nehmen wir nun die Wellenfunktion nach Har-
tree-Fock als Testfunktion fiir dieses Variationsver-
fahren, dann konnen wir aus Abb. 3 entnehmen,
dall, je nach dem Abstand des Parameters £ vom
Grundzustand, beliebig grofle Anteile der Korrela-
tionsenergie erfalit werden. Die Annéherung an den
exakten Grundzustand wird bei festgehaltener Test-
funktion @ nur durch die Rechenzeit begrenzt, weil
mit abnehmendem E das Integrationsintervall iiber
7 in Gl. (44) wichst und daher GR®(z,y;7) fiir
grofle 7 benotigt wird.

Ein erster Test des Variationsverfahrens wurde

am Helium durchgefiihrt. Die Funktionalintegral-
darstellung von G® (z, y;7) ist gegeben durch:

(61)

GR(ry, ry37) =lim Gy (ry, 743 7) .
k—oo
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Dabei ist
6750 = .o G i) exp| = 27 1y |
Syl res B) o [— —g— V(rg)}
exp [_ % V(r,,.)] Co(risra; 8)dryh...drg®  (62)

mit 6=k, k=1,2,3,..., bez V siche*
und an
2ah )\ A2 m
Go®(riyrj30) = (*;—) exp {m (Ti—rj)z}
(63)
Das Produkt der retardierten Green-Funktionen

G (z,y; 0) fir freie Elektronen wird zusammen
mit einer der beiden Testfunktionen @ in Gl. (44)
als Dichte interpretiert. Nach einer Koordinaten-

transformation )
ni=(rj—ri_1)[V90

erhielten wir eine 3 n-dimensionale Gaufische Dich-
te, die von einem Zufallszahlengenerator erzeugt
wurde. Die Ausfiihrung des Integrals in (44) er-
folgte dann als eine Mittelung des restlichen Faktors
des Integranden in (44)

exp{_é Vin)} B() -

(64)

(65)

Die Ergebnisse lieferten den zu erwartenden Wert,
mit der statistischen Fehlerabhéangigkeit

J=l+ 0o VN (66)
mit einem 6,22 20, so dall bei N=100000 Mitte-

lungen ein statistischer Fehler von 1% mit einer
Sicherheit von 95% erhalten werden kann.

Der Vorteil der Transformation (64) ist die
Kontrollméoglichkeit der Giite der Zufallszahlen mit
dem y2-Test. Der Nachteil der Transformation ist
die grolle Rechenzeit, weil fiir jeden Anteil der Mit-
telung die gesamte Summe (65) berechnet werden
mull. Um die Rechenzeit herabzusetzen, wird in
einer folgenden Arbeit!? die Methode von Metro-
polis et al. (ebenso eine Monte-Carlo-Methode des
»importance sampling®, d. h. bei der Mittelung wer-
den hohere Beitrdge starker beriicksichtigt) verwen-
det, die eine Verkiirzung der Rechenzeit um einen

Faktor von 30 — 40 bringt.

* Verwendet wurden Coulomb-Potentiale des Heliumpro-
blems mit Wechselwirkung, die bei 0,1 atomaren Einhei-
ten abgeschnitten wurden.
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Lavande, Jensen und Sahlin haben bereits iiber
die Methode nach Metropolis et al. die retardierte
Green-Funktion G®(, y; 7) berechnet 1» 2, Thre Rech-
nungen wurden fiir ein radialsymmetrisches Pro-
blem durchgefiihrt. Die Energie allerdings wurde
iiber eine Reihenentwicklung von G®(z,y;7) fiir
groBe 7 erhalten, was nach der Arbeit von Freuden-
hammer und Simon?!?® Konvergenzschwierigkeiten
bringt.
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